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1. Egg Drop Problem (扔鸡蛋问题) 

2. Surprise Exam (“突击检查”是否可行?) 

3. How Big is Infinity?  什么是无穷大? 两个无穷大的集合是否可以比较大小? 比如一个所

有正整数的集合和一个所有正偶数的集合哪个更大? 答案是一样大。一个所有正整数

的集合和一个所有整数(包括所有负整数、0、和正整数)的集合哪个更大? 答案也是一

样大。已经是无穷大了，为什么有可数的无穷大 (countable infinity) 和不可数的无穷大 

(uncountable infinity )? 无穷大难道可数吗? 可数的无穷大 (countable infinity) 和不可数

的无穷大 (uncountable infinity ), 哪个更大? 

4. Irrationality  

5. Ten truths and a lie (十句实话和一句谎言) 

6. Pirate problem (“海盗分赃”问题) 

7. Stepping into Other Dimensions of Space (什么是维度? 什么是二维、三维、多维、以及

非整数维度等?) 

8. Introduction to Computer Science and Quantum Computing (计算机科学及量子计算介绍) 

9. Applied Mathematics: Puzzles from Past to Present  

10. The Most Beautiful Mathematical Formulas (我心中最美丽的数学公式) 

11. "The mountain climber problem" 

12. Secrets of Latin Square Cage Puzzles 

  



5 
 

 

 

  



6 
 

 

  



7 
 

 

  



8 
 

 

  



9 
 

 

  



10 
 

 

  



11 
 

 

  



12 
 

 

 

Worst case: 50 
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What if we have 3 Eggs? Or k eggs? 
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A Surprise Exam 

A teacher announces that he will give an examination during the 

following week (Monday to Friday). Examinations are always given 

at noon. He also announces that the exam will be a surprise exam: 

no student will know on the day before the exam is given that it will 

be given the next day. 

Question: Can the surprise exam be given? 
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A student can then reason as follows: 

The teacher, if he intends to fulfill his announced 

promise, cannot give the exam on Friday. If he did, 

after noon had passed on Thursday, we (the students) 

would know that only Friday was left and that it had 

to be the day of the examination. This would be a plain 

contradiction of the announcement that it was to be a 

surprise exam, so that day (Friday) can be crossed off 

the calendar.  
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But then it cannot be given on the second-to-last day 

(Thursday) either, because after noon of Wednesday 

has passed and the exam still has not been given, we 

will realize that only two days are left, and that since 

Friday is ruled out, the exam must be given on 

Thursday. But then we would know in advance that 

that is the day of the exam, which is again a 

contradiction. 

 

The student can continue the same reasoning 

backward: as soon as she crosses out one day from the 

calendar, the last remaining day is as if it were the last 

day, and so it can be ruled out by the same type of 

reasoning. There will, finally, be no days left. The 

student is then in a position to conclude that either the 

exam will not be given or it will not be a surprise. 
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How Big is Infinity?   

 

什么是无穷大? 两个无穷大的集合是否可以比较大小? 比如一个所有正整数的

集合和一个所有正偶数的集合哪个更大? 答案是一样大。一个所有正整数的

集合和一个所有整数(包括所有负整数、0、和正整数)的集合哪个更大? 答案

也是一样大。已经是无穷大了，为什么有可数的无穷大 (countable infinity) 和

不可数的无穷大 (uncountable infinity )? 无穷大难道可数吗? 可数的无穷大 

(countable infinity) 和不可数的无穷大 (uncountable infinity ), 哪个更大? 
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1. A finite group of new guests 

2. All the even numbered rooms are closed. 

3. A second building 

4. An infinite number of new guests 

5. An infinite number of buses, each containing an infinite number of 

new guests 

6. New guests equal to the number of irrational numbers between 0 and 

10-1000000 
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There are five rational pirates (in strict decreasing order of seniority A, B, C, D and E) who 

found 100 gold coins. They must decide how to distribute them. 

The pirate world's rules of distribution say that the most senior pirate first proposes a plan of 

distribution. The pirates, including the proposer, then vote on whether to accept this distribution. 

If the majority accepts the plan, the coins are disbursed and the game ends. In case of a tie vote, 

the proposer has the casting vote. If the majority rejects the plan, the proposer is thrown 

overboard from the pirate ship and dies, and the next most senior pirate makes a new proposal to 

begin the system again. The process repeats until a plan is accepted or if there is one pirate left.  

Pirates base their decisions on four factors: 

1. Each pirate wants to survive. 

2. Given survival, each pirate wants to maximize the number of gold coins he receives. 

3. Each pirate would prefer to throw another overboard, if all other results would otherwise 

be equal.  

4. The pirates do not trust each other, and will neither make nor honor any promises 

between pirates apart from a proposed distribution plan that gives a whole number of 

gold coins to each pirate. 

 

 

 

 

 



如何获得美国教授写的推荐信? 美国Math League决赛和夏令营给你机会! 

 

 

绝大多数想申请美国、加拿大、英国、澳大利亚等英语国家的高中和大学的中国学生，都

苦于没有机会能够和美国大学的教授建立联系并获得教授写的推荐信。美国大学教授给学

生写推荐信，是需要这个教授和学生相处了一定的时间，对这个学生比较了解，然后才能

给这个学生写推荐信。 

 

但是这个事情不是毫无门路的，是可解的。让我们来看一个真实的事例。 

 

2024年 7月美国 Math League决赛和数学夏令营在美国新泽西州举办，有来自美国、加拿

大、中国、日本、澳大利亚、泰国、印度、土耳其等国超过 200多名 3-9 年级的优秀学生

参加，同学们除了参加 Math League的决赛之外，还在美国知名大学的知名教授指导下学

习数学。其中有位来自美国知名大学的知名教授，我们暂且称之为 M教授。这位 M教授

积极参与了 Math League决赛试题的命题、授课内容的制定、以及亲自给学生授课。在决

赛和数学夏令营结束之后这位 M教授给所有参加美国 Math League 决赛和数学夏令营的

学生出了 3道题目，这位教授承诺如果有学生能够解答其中至少一道题目，就可以帮这个

学生在申请美国、加拿大、英国、澳大利亚等国家的高中及大学时写推荐信。这是什么样

的 3道题目呢? 让我们慢慢道来。 

 

 

毕达哥拉斯学派是公元前 6到 5世纪的一个古希腊哲学与数学流派，他们认为数字是宇宙

的基础。他们相信： 

• 宇宙中的一切都可以通过整数和比例来解释； 

• 数字及其比值（如音乐中的音程、几何中的比例）揭示了宇宙的秩序与和谐。 

• 所有的数字都是有理数，也就是说，每一个数都可以表示为两个整数的比值（比如 

3/4、5/2 等等）。 

 

问题出现了：无理数的发现 

这一信念在有人（可能是希帕索斯 Hippasus）发现 2 （一个边长为 1的正方形的对角

线）无法表示为两个整数的比值之后，被彻底推翻。 

• 这意味着 2 是一个无理数 (irrational)； 

• 这直接与毕达哥拉斯学派关于“万物皆数”（这里的“数”指的是有理数）的核心信念

相矛盾。 

 

毕达哥拉斯学派的反应： 

• 无理数的发现在哲学上对他们来说是毁灭性的； 

• 根据传说，希帕索斯 (Hippasus) 因为揭示了这个矛盾，要么被放逐，要么被杀害

（虽然这更可能是神话传说而非历史事实）。 

 



 

 
 

 

 

如何证明 2 是一个无理数呢? 这是数学史上一个非常经典且优雅的证明，被称为 “反证

法” 证明（proof by contradiction）。我们一步步来看： 

 

 

要证明： 

2是无理数 

也就是说， 2不能表示为两个整数之比（即一个分数） 

 

 

假设（用于反证法）： 

我们假设相反的情况 —— 

2 是有理数 

那么，就存在两个互质整数 a和 b（即 a和 b 没有公因数），使得： 

b

a
=2  

 

 

 

 
 
两边平方： 

2

2

2
b

a
=  

a2 = 2b2 

 

 

 
推论 1： 

从上式可以看出： 
a2是 2的倍数a2是偶数 
那么 a也必须是偶数（因为奇数的平方是奇数） 



我们设 a = 2k（k为整数） 
 

 

代入回去： 

a2 = (2k)2 = 4k2 

4k2 = 2b2 

 

两边除以 2： 

2k2 = b2 

 

 

 

推论 2： 

这说明： 

b2是 2的倍数b2是偶数b也是偶数 

 

 

 

矛盾来了： 

我们刚才设定： 

a和 b是互质的（没有共同因数） 

但我们现在证明了： 

a是偶数 

b也是偶数 

→ 所以 a和 b至少有 2这个公因数！ 

这与我们的假设矛盾！ 

 

所以结论是： 

我们的假设（ 2 是有理数）是错误的。 

因此： 

2 是无理数，不能表示为两个整数之比。 

 

 

 

然后这位 M教授给所有学生发了一篇他自己过去写的论文，“IRRATIONALITY FROM 

THE BOOK”, 这篇论文讲述了如何用几何来这证明 2 是一个无理数 (irrational)。下面我

们来看看这个证明的简要叙述 (原文为英文，这里翻译成中文)。 

 

我们现在来介绍 Tennenbaum精妙的几何证明，以说明 2 是无理数。 

假设对于某些整数 a和 b，满足： 



2

2

=








b

a
 

不失一般性，我们可以假设 a和 b是满足该关系的最小正整数对。到目前为止，这和标准

的反证法证明看起来非常相似；但接下来我们将采取一个不同的思路。 

再次观察这个等式： 

a2 = 2b2 

 

这一次，我们从几何的角度来解释它： 

两个边长为 b的正方形的面积（也就是 2b2）等于一个边长为 a的正方形的面积（即

a2）。下图，我们可以看到，两个边长为 b的正方形（包括重叠的粉色区域被计算了两

次）所覆盖的总面积，等于一个边长为 a的大正方形的面积。因此，那个被重复计算的粉

色区域（边长为 2b – a的正方形）的面积，正好等于两块未被覆盖的白色小正方形（每个

边长为 a – b）的总面积。 

 

换句话说，满足： 

(2b – a)2 = 2(a – b)2 

即： 

ba

ab

−

−
=

2
2  

但这意味着我们找到了一个比
b

a
更小的解，这与我们最初假设 a和 b是最小正整数对的前

提矛盾。 

注: 如何证明 2b – a < a? 这个不难，因为 b < a, 2b < 2a, 2b – a < a. 同样我们可以证明 a – b 

< b. (否则的话， a ≥ 2b, a/b ≥ 2 > 2 ). 

 

 

这就完成了一个几何意义下的反证法证明，证明了 2 是无理数。 

 
 

 

 



这篇论文还给出了 6 是无理数的几何证明，下图。(证明部分没有列出)。 

 

 

 
 

 

现在我们可以看看M教授给学生出的这 3道题目了。 

 

1. Using a method similar to the one in the paper, prove that 7  is irrational. (使用与

论文中类似的方法，证明 7  是无理数。) 

2. Using a similar method, prove that 3 2  is irrational. (使用类似的方法，证明 3 2  是

无理数。) 

3. The paper uses six triangles with a triple intersection to prove that 6  is irrational 

— can you instead use a similar method to the paper’s proof of 5  being irrational, 

but with hexagons to prove 6  is irrational? (论文中使用六个三角形的三重交点来

证明 6是无理数 —— 你能否改用与论文中证明 5是无理数的类似方法，但用六

边形来证明 6是无理数？) 

 

 

这 3个问题很难吗? 可以说比较难，因为如果不难的话，一个美国知名大学的知名教授不

可能因为一个学生解答了其中一个题目，就答应为这个学生写推荐信。这 3道题目需要花

较多的时间和投入才能够解决，期间需要和教授通过邮件反复交流和沟通。但是，有三名

中国学生，他们经过自己的不懈努力以及和教授的反复交流，他们证明了第 3道题目，获

得了教授的认可，教授答应可以随时给他们写推荐信(在他们需要的时候)。而且，更令人

兴奋的是，其中两位学生 (一个 5年级，一个 9年级) 在这个教授的指导下将他们的证明

又提高了一个层次，和这位教授一起在美国的一个著名数学杂志上发表了关于这个证明的

论文。要知道，在数学杂志上发表论文，这个绝大多数情况下只有博士生和他们的导师

(教授)才有可能，但是两名中国学生 (一个 5年级，一个 9年级)在这个教授的指导下做到

了，为他们高兴和骄傲！ 

 



所以这 3道题目很难吗? 肯定不容易，否则这个教授不可能因为学生证明了其中一道题目

就会给学生写推荐信。但是难者不会，会者不难。三名中国学生在这个教授的指导下证明

其中一道题目，并且其中两名学生(一个 5年级，一个 9年级)在这个教授指导下在美国的

一个著名数学杂志上发表了关于这个证明的论文。难者不会，会者不难。 

我们这里给大家介绍了一种获得美国大学教授写推荐信的路径，请注意这不是捷径，是一

条路径，因为是需要同学们付出努力的，这不是天上掉下来的馅饼，天上是不会掉馅饼

的，所有的成功都源于努力的付出。 

其他爱好数学、愿意挑战自己的同学还有这样的机会吗? 当然有! 2026 年美国 Math 

League 决赛和数学夏令营(3-10 年级) 7 月份在美国举行, 如果你想参加这次美国 Math 

League 决赛和数学夏令营，并有机会获得教授写的推荐信，请联系我们。 

联系方式 

邮箱地址：INFO@LTHOUGHTS.COM 

微信人工客服(扫码咨询)： 

更多详细信息，请查看美国 Math League官网：www.mathleague.world 




